Méthode de Newton

Théoréme
Soit f : [a;b] — R™ de classe C2. Soit { € [a; b].
On suppose que f({) = 0et f'(¢) # 0.
Alors il existe € > 0 tel que toute suite de la forme
xo € [0 —¢e; 0+ €]
()
f'(xx)

est bien définie et converge quadratiquement vers (.

vk € N, Trpy1 = Tk

DEMONSTRATION
Par continuité de f’, il existe § > 0 tel que

Ve — (] <6, f(z) 0.

On pose
m= inf |f'|>0etM =1+ su "1 €]0; +o0].
k17 w_(gﬁﬂ\f | €] [
On pose
=20
n M .
On choisit
£ = min(n, ).

Par hypothese, x¢ € [ — ¢; { + £] est bien défini.

Soitn € N.
On suppose la suite (x,,),en bien définie jusqu’au terme n et z,, € [( — &;( + ¢].
Comme z,, € [{ — §;¢+ 0],ona f'(x,) # 0 et le terme x,,1; est bien défini :

om0 — f(mn)
Tpy1 — 0 =xp — 1 f’(xn)
1 : -
= Ty O = J@) = )€ = @)
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D’apres la formule de Taylor-Lagrange, il existe z,, entre ¢ et x,, tel que

' "(2n
1) = $a) + Fa) =)+ Ty
D’ou
_ J"(z) 5
Tpi1 — L= 27 () (2 — L)
ce qui implique
/" (zn) o _ M
_ Y| = _ < = _
[’ 21 () |z, — £ \2m5|xn 14
< lo 0
< 1 <
NS 55 L€

On a bien montré que la suite (x,,),cy est bien définie jusqu’au terme n + 1 et
Tni1 € [ —e; 0+ €.

Par récurrence, la suite (z,,),en est bien définie.

Par ailleurs, on a montré que
1
Vi € N, fni = €] < 5 lan — 4

et la suite (x,,),en converge vers /.

On suppose que la suite (z,,),ey n’est pas stationnaire.
D’apres précédemment, on a

Tpy1 — 1 _ I"(zn)
(zn — £)? 2f(zn)
Comme pour tout n € N, z,, est entre ¢ et x,,, par convergence de la suite (x,,)nen,

la suite (2, ),en converge vers /.
Par continuité de f’ et f”,

Vn € N,

. Tpy1 — L - f"(0)
A G 02 T 2P ()
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Si f”(¢) #0,0na

S0 2
Tt t n—-+o0o 2f’<£) (xn f) '
Si f”(¢) = 0, la convergence est encore plus rapide :
Tni1—L4 = o0 ((xn — 6)2) )

n—-4o00

Dans tous les cas, la convergence est (au moins) quadratique.
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